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SUBIECTUL I                      (30 puncte) 
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  1.  
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2.  

   

Dacă vârful  aparține primei bisectoare,  atunci  ,  
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3.  
 

sau , cu soluțiile  
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4. Numărul cazurilor posibile este 34 64card F = =  . Numărul cazurilor favorabile este 
numărul funcțiilor ,  injective:   

24 3
64 8

p = =  
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5. Fie  mijlocul laturii .  , ,  

Panta dreptei căutate d este ,   
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 5p 6.    sinα + cosα = −1 ⇒ (sinα+ cosα)2 = 1 ⟺ 1 + sin2α = 1 ⟺ sin2α = 0  
       tg2α = sin2α

cos2α
= 0 

3p 
2p 

SUBIECTUL  al II-lea                      (30 puncte) 
 5p 
  1.a) ( ) ( )2 2

1 1
,2 2 2

1 1
X a a aA aI a A I a

− − 
= − = − =  

 
 

( ) 2 2
2 2( , 2 )X a a a O O= ⋅ =  
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b) ( ) ( )1
2, ,X a b A A A X a b I−= ⋅ ⇒ ⋅ =  

( ) 2
2 2 2A aA bI I aA bA I− = ⇒ − = ⇒  

( ) ( ) 2 2
14 4 1 ( , ) ( , 1)
4

a b A a I O a b− − + = ⇒ = − −  
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c) Observăm că ( ) 21, 2 2A X I= +  

Cum ( ) ( ) ( )2 2 21, 2 2 2 1,2 (2 1,2 )n nX I I X A I X⋅ = ⋅ ⇒ = + =  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 1 21 2 00 1 2
2 2 2 22 1,2 2 1,2 2 1,2 ... 2 1,2

nn n n n
n n n nC I X C I X C I X C I X− −= + + + + =  

( )
)

1
21 2 2 1,2

a
n nI n X−= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

( ) ( )1 1
2 2 22 2 2 2 2 1 , 1n n n n n nA I n A I A n A n I n− −= ⋅ + ⋅ − ⇒ = ⋅ + − ∀ ≥  
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 5p 2. a) Legea este bine definită dacă [ ) [ ), 0; 0;x y x y∀ ∈ +∞ ⇒ ∈ +∞   
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 [ ) [ ), 0; 2 , 2 1;x yx y∀ ∈ +∞ ⇒ ∈ +∞  

 [ ) ( ) [ )22 2 1 1; log 2 2 1 0;x y x y+ − ∈ +∞ ⇒ + − ∈ +∞  

2p 
 
3p 

 5p 
  

b) Legea ” ” este asociativă: [ )( ) ( ), , , 0;x y z x y z x y z= ∀ ∈ +∞     

( ) ( ) ( )2log 2 2 1
2 2 2( ) log 2 2 1 log 2 2 1 log 2 2 1 2 1

x y
x y z x y zx y z z + − = + − = + − = + − + − 

 
    

( ) ( ) ( )2log 2 2 1
2 2 2( ) log 2 2 1 log 2 2 1 log 2 2 2 1 1

y z
y z x x y zx y z x + − = + − = + − = + + − − 

 
    
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 c) Din b) ⇒ 2

4 4

... 2 log 2 ... 2 3 2a a

ori ori

a a a a
 

= ⇔ + + − = 
 

 

 

 

2 24 2 3 2 2 4 2 3 0a a a a⋅ − = ⇒ − ⋅ + =  
{ } { } [ )22 1;3 0;log 3 0;a a∈ ⇒ ∈ ⊂ +∞  
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SUBIECTUL  al III-lea                     (30 puncte) 
 5p 
  1. a)  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =  �(𝑥𝑥−1)2

𝑥𝑥+1
�
′
− �3𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 1)�′ = �(𝑥𝑥−1)2�

′(𝑥𝑥+1)−(𝑥𝑥−1)2(𝑥𝑥+2)′

(𝑥𝑥+1)2 − 3
𝑥𝑥+1

= 

= 2(𝑥𝑥−1)(𝑥𝑥+1)−(𝑥𝑥−1)2

(𝑥𝑥+1)2 − 3
𝑥𝑥+1

 =  𝑥𝑥
2−𝑥𝑥−6

(𝑥𝑥+1)2 = (𝑥𝑥−3)(𝑥𝑥+2)
(𝑥𝑥+1)2  

2p 
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 5p 
  b) lim

𝑥𝑥→∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→∞
�(𝑥𝑥−1)2

𝑥𝑥+1
− 3𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 1)�∞−∞��������� lim

𝑥𝑥→∞
(𝑥𝑥 + 1) �(𝑥𝑥−1)2

(𝑥𝑥+1)2 −
3𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥+1)
𝑥𝑥+1

� 

lim
𝑥𝑥→∞

(𝑥𝑥−1)2

(𝑥𝑥+1)2 = 1, iar  lim
𝑥𝑥→∞

3𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑥𝑥+1)
𝑥𝑥+1

= ∞
∞

 = lim
𝑥𝑥→∞

3
𝑥𝑥+1

= 0(L′H) . Atunci lim
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∞ 
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c) Determinăm 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼.  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 0, 𝑥𝑥 ∈  (−1,∞) ⇔ 𝑥𝑥 = 3, iar 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 0, dacă 𝑥𝑥 ∈  (−1,3) şi 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0, dacă 𝑥𝑥 ∈  (3,∞). Atunci funcţia f este strict descrescătoare pe(−1,3) şi strict 
crescătoare pe (3,∞). 
lim
𝑥𝑥→−1
𝑥𝑥>−1

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∞, 𝑓𝑓(3) = 1 − 6𝑙𝑙𝑙𝑙2, lim
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∞, iar funcţia f este continuă pe (−1,∞) 

Atunci 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 = [1 − 6𝑙𝑙𝑙𝑙2,∞) ⇒  𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 ≠ 𝑹𝑹, deci f nu este surjectivă şi atunci nu este bijectivă. 
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 5p 2. a) 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = (𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥)√𝑥𝑥 − 1 iar 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 1) = (𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥)√𝑥𝑥 

   ∫𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 1)𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫𝑥𝑥
5
2𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∫𝑥𝑥

3
2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2

7
𝑥𝑥
7
2 + 2

5
𝑥𝑥
5
2 + 𝐶𝐶 
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b)    𝐹𝐹′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), (∀)𝑥𝑥 ∈ (−1,∞) 
(6𝑥𝑥2 + 12𝑥𝑥 + 2)√𝑥𝑥 − 1 + 𝑥𝑥3+3𝑥𝑥2+𝑥𝑥−5

√𝑥𝑥−1
= (𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐)√𝑥𝑥 − 1  

7𝑥𝑥3 + 9𝑥𝑥2 − 9𝑥𝑥 − 7 = 𝑎𝑎𝑎𝑎3 + (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎)𝑥𝑥2 + (𝑐𝑐 − 𝑏𝑏)𝑥𝑥 − 𝑐𝑐, (∀)𝑥𝑥 ∈ (−1,∞) 
Atunci prin identificarea coeficienţilor 𝑎𝑎 = 7, 𝑏𝑏 = 16, 𝑐𝑐 = 7 
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c) Fie funcţia G, primitiva căutată.  Cf. b funcţia F este o primitivă a lui f, deci 𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥) + 𝑐𝑐 
𝐴𝐴(2, 𝑡𝑡)este comun graficului funcţiei G şi dreptei d cu ecuaţia 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + 10, deci 
 𝑡𝑡 = 𝐺𝐺(2) = 2 + 10. Atunci 34 + 𝑐𝑐 = 12, deci 𝑐𝑐 = −22 
Primitiva căutată este 𝐺𝐺(𝑥𝑥) = (2𝑥𝑥3 + 6𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 − 10)√𝑥𝑥 − 1 − 22, 𝐺𝐺: (−1,∞) → ℝ 
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